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Àííîòàöèÿ

Â ðàìêàõ ïîñòàíîâîê îáðàòíûõ çàäà÷ �îòîìåòðèè èçó÷àåòñÿ âîïðîñ

åäèíñòâåííîñòè îïðåäåëåíèÿ ðàñïîëîæåíèÿ è ñâåòèìîñòè êðèâîé, èçëó-

÷àþùåé â ñîîòâåòñòâèè ñ çàêîíîì Ëàìáåðòà, ïî ñòåðåîïàðå åå èçîáðàæå-

íèé. Èçó÷åíû ïðè÷èíû âîçíèêíîâåíèÿ íåîäíîçíà÷íîñòè ïðè îïðåäåëå-

íèè ðàñïîëîæåíèÿ òàêèõ êðèâûõ. Óñòàíîâëåíû êðèòåðèè åäèíñòâåííî-

ñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è âîññòàíîâëåíèÿ ëàìáåðòîâîé êðèâîé ïî ñòåðåîïàðå

äëÿ ïðîèçâîëüíûõ âåñîâûõ �óíêöèé. �åçóëüòàòû ðàñïðîñòðàíåíû íà

êîíêðåòíûå ñåìåéñòâà âåñîâûõ �óíêöèé, ìîäåëèðóþùèõ ñòåïåíü ïðî-

çðà÷íîñòè ñðåäû, åå ïîãëîùåíèå èëè ðàññåÿíèå.
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Abstrat

Within the framework of statements of inverse problems of photometry,

the problems of uniqueness of determining the loation and luminosity of

a urve, radiating by Lambert's law, are explored from its stereo-ouple of

images. The reasons for the ambiguity in determining the loation of suh

urves are studied. We establish riteria for the uniqueness of the solution

to the problem of reovering luminous urves by stereo-ouples of images

for arbitrary weight funtions. The results are applied to spei� families

of weight funtions that model the degree of transpareny of a medium, its

absorption or sattering.
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� 1. Ââåäåíèå è ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

�àçâèòèå äèñòàíöèîííûõ ìåòîäîâ èññëåäîâàíèé Çåìëè ïðèâåëî ê âîç-

íèêíîâåíèþ êëàññà íîâûõ çàäà÷, òàêèõ êàê êîíòðîëü çà îêðóæàþùåé ñðå-

äîé, ëåñíûìè è ñåëüñêîõîçÿéñòâåííûìè óãîäüÿìè, ïîñòðîåíèå êàðò ó÷àñò-

êîâ çåìíîé ïîâåðõíîñòè [1℄. Â ìàòåìàòè÷åñêèõ òåðìèíàõ ýòî çàäà÷è èí-

òåãðàëüíîé ãåîìåòðèè ïî îïðåäåëåíèþ õàðàêòåðèñòèê îáúåêòîâ, êîòîðûå

îïèñûâàþòñÿ ñðåäñòâàìè òåîðèè îáîáùåííûõ �óíêöèé [2℄.

Îñíîâíàÿ çàäà÷à �îòîãðàììåòðèè, ñîñòîÿùàÿ â îöè�ðîâêå ðåëüå�à

ìåñòíîñòè ïî íåñêîëüêèì åå èçîáðàæåíèÿì [3℄, îñòàåòñÿ ïî-ïðåæíåìó àê-

òóàëüíîé. Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè â ñâÿçè ñ øèðîêèì èñïîëüçîâàíèåì êîñ-

ìè÷åñêèõ ñïóòíèêîâ è áåñïèëîòíûõ ëåòàòåëüíûõ àïïàðàòîâ (ÁÏËÀ) ëà-

âèíîîáðàçíî âîçðîñ îáúåì èñõîäíîé èí�îðìàöèè â �îðìå àýðî-, êîñìè-

÷åñêèõ, è ÁÏËÀ-ñíèìêîâ. Çàìåòíî ðàñøèðèëñÿ êðóã ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷,

êîòîðûå òðåáóåòñÿ ðåøàòü ïî èí�îðìàöèè â �îðìå ÁÏËÀ-èçîáðàæåíèé.

Ìåòîäèêè îáðàáîòêè ïîëó÷åííîé èí�îðìàöèè, êàê è ðàíåå, íóæäàþòñÿ

â ðàçâèòèè ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà, ðàçðàáîòêå íîâûõ àëãîðèòìîâ è

àâòîìàòèçèðîâàííûõ ñèñòåì îáðàáîòêè ñíèìêîâ â ðåæèìå ðåàëüíîãî âðå-

ìåíè [4℄. Òèïè÷íàÿ îñîáåííîñòüþ çàäà÷ òàêîãî ðîäà � ãèãàíòñêèé îáúåì

èñõîäíûõ äàííûõ. Òàê, êîëè÷åñòâî èçîáðàæåíèé â ïðåäåëàõ îäíîãî è òîãî

æå ïðîåêòà ìîæåò äîñòèãàòü íåñêîëüêèõ òûñÿ÷, è èõ �ðó÷íàÿ� îáðàáîòêà

ïðàêòè÷åñêè íåâûïîëíèìà [5℄.

Â êà÷åñòâå äàííûõ äëÿ ïðîâåäåíèÿ �îòîãðàììåòðè÷åñêèõ ðàáîò îáû÷-

íî âûñòóïàåò ñòåðåîïàðà èçîáðàæåíèé ó÷àñòêà ïîâåðõíîñòè. Ïðè îáðà-

áîòêå òàêîé èí�îðìàöèè ïðèìåíÿþò èçâåñòíûé ïðèåì, èñïîëüçóåìûé â

ïðèêëàäíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ, êîòîðûé ïîçâîëÿåò ñâîäèòü

òðåõìåðíóþ çàäà÷ó ê ñåðèè äâóìåðíûõ. Íàèáîëåå ÿðêèé ïðèìåð çäåñü �

òîìîãðà�èÿ, äàæå â íàçâàíèè êîòîðîé (�tomos� � ñëîé) îòðàæåí ñïîñîá

èññëåäîâàíèÿ îáúåêòà. Ñòåðåîïàðó èçîáðàæåíèé äîâîëüíî ïðîñòî ñâåñòè

ê ñåðèè �ïëîñêèõ èçîáðàæåíèé� ïóòåì ïðàêòè÷åñêîé ðåàëèçàöèè òàêèõ

ïîíÿòèé, êàê ýïèïîëÿðíàÿ ïëîñêîñòü (ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç öåí-

òðû îáúåêòèâîâ äâóõ îïòè÷åñêèõ ñèñòåì), ïàðà ýïèïîëÿðíûõ îòðåçêîâ íà

ñíèìêàõ ñòåðåîïàðû, è ýïèïîëÿðíàÿ ëèíèÿ, ïðèíàäëåæàùàÿ ïîâåðõíîñòè è

ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé ñëåä ýïèïîëÿðíîé ïëîñêîñòè íà ðåëüå�å, êîòîðûé

ïîäëåæèò îïðåäåëåíèþ [3℄. Äëÿ åãî îäíîçíà÷íîãî âîññòàíîâëåíèÿ íåîáõî-

äèìî çíàíèå êîîðäèíàò õîòÿ áû îäíîé òî÷êè, ëåæàùåé íà êàæäîé ýïè-

ïîëÿðíîé ëèíèè. Ñëåäîâàòåëüíî, âîçâðàùàÿñü ê òðåõìåðíîé çàäà÷å, êàê

ìèíèìóì äîëæíà áûòü èçâåñòíà ëèíèÿ, êîòîðàÿ ïðèíàäëåæèò ðåëüå�ó è

òðàíñâåðñàëüíà ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòðû îáúåêòèâîâ îïòè÷åñêèõ

ñèñòåì.
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Ïîä çàäà÷åé âîññòàíîâëåíèÿ êðèâîé (2D çàäà÷åé) äàëåå ïîäðàçóìåâà-

åòñÿ çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ ñëåäà ýïèïîëÿðíîé ïëîñêîñòè íà ðåëüå�å ïî

åå èçâåñòíûì ñëåäàì íà ý��åêòèâíûõ îáëàñòÿõ äâóõ ïðîåêöèîííûõ ñõåì.

Â ðàáîòå èññëåäóþòñÿ óñëîâèÿ, âûïîëíåíèå êîòîðûõ ãàðàíòèðóåò åäèí-

ñòâåííîñòü ðåøåíèÿ 2D çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ îïòè÷åñêîé êðèâîé, �óíêöèÿ

ÿðêîñòè êîòîðîé â êàæäîé òî÷êå èçîòðîïíà ïî âñåì íàïðàâëåíèÿì, òî åñòü

ïîä÷èíÿåòñÿ çàêîíó Ëàìáåðòà.

Ïðåäëîæåííûé â [6℄, [7℄ ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ ëàìáåðòîâîé îïòè÷å-

ñêîé ïîâåðõíîñòè â n-ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ñâîäèòñÿ ê ðåøå-

íèþ ñèñòåìû íåÿâíûõ óðàâíåíèé, ñêîíñòðóèðîâàííûõ íà îñíîâå åå ðåçêèõ

èçîáðàæåíèé è ïàðàìåòðîâ ïðîåêöèîííûõ ñõåì. Ïðè ýòîì íåâîçìîæíî èñ-

êëþ÷èòü âàðèàíò âûðîæäåíèÿ ñèñòåìû. Òî÷êè, ïðèíàäëåæàùèå èñêîìîé

ïîâåðõíîñòè, ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó ðåøåíèé ñèñòåìû, íî íå âñÿêîå åå

ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïîâåðõíîñòè. Ïîýòîìó íåîáõîäèìî èññëåäîâàòü

êàê ìíîæåñòâî òî÷åê, â êîòîðûõ ìîãóò íàðóøàòüñÿ óñëîâèÿ åäèíñòâåííî-

ñòè ðåøåíèÿ ñèñòåìû (êðèòè÷åñêèõ òî÷åê), òàê è âñå ìíîæåñòâî ðåøåíèé,

êîòîðîå ìîæåò ñîäåðæàòü è íå ïðèíàäëåæàùèå ïîâåðõíîñòè ñîïðîâîæäà-

þùèå òî÷êè. Îñîáîå çíà÷åíèå â ýòîé ñèòóàöèè ïðèîáðåòàþò òî÷êè, â êî-

òîðûõ ðåøåíèå ñèñòåìû íåÿâíûõ óðàâíåíèé ïåðåñòàåò áûòü åäèíñòâåííûì

è ðàçäåëÿåòñÿ íà âåòâè � òî÷êè âåòâëåíèÿ. Ïîñëåäíèå, ñ îäíîé ñòîðî-

íû, ÿâëÿþòñÿ êðèòè÷åñêèìè òî÷êàìè, à ñ äðóãîé � ïðåäåëüíûìè òî÷êàìè

ìíîæåñòâà ñîïðîâîæäàþùèõ òî÷åê.

Íàñòîÿùàÿ ñòàòüÿ çàâåðøàåò ñåðèþ èç òðåõ ðàáîò ([8℄, [9℄, íàñòîÿùàÿ

ðàáîòà) ïî èññëåäîâàíèþ åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è èíòåãðàëüíîé

ãåîìåòðèè ïî îïðåäåëåíèþ îáîáùåííûõ �óíêöèé ñ íåèçâåñòíûì íîñèòå-

ëåì, ñîñðåäîòî÷åííûì ìíîæåñòâàõ òîïîëîãè÷åñêîé ðàçìåðíîñòè 0, 2 è 1.
Ïîñòàâëåííûå çàäà÷è ìîãóò áûòü îõàðàêòåðèçîâàíû è êàê íåêëàññè÷åñêèå

çàäà÷è òîìîãðà�èè.

Â ïåðâîì ïàðàãðà�å èçëîæåíû ââîäíûå çàìå÷àíèÿ, îñíîâíûå îïðåäå-

ëåíèÿ è ïîíÿòèÿ, îáùàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è â R
n
, n ≥ 2. Â îñòàëüíîé ÷à-

ñòè ðàáîòû ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé n = 2. Â íà÷àëå âòîðîãî ïàðàãðà-

�à èçëîæåíû èññëåäîâàíèÿ êðèòè÷åñêèõ, ñîïðîâîæäàþùèõ òî÷åê è òî÷åê

âåòâëåíèÿ. Óñòàíàâëèâàþòñÿ, èçëàãàþòñÿ è �îðìóëèðóþòñÿ èõ îñíîâíûå

ñâîéñòâà è âçàèìîñâÿçè, â îáùèõ ñëó÷àÿõ èçëîæåííûå â [6℄, [9℄, äëÿ êîí-

êðåòíîãî ñëó÷àÿ 2-ìåðíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà. Ñòðîèòñÿ âåêòîðíîå

ïîëå, çàâèñÿùåå îò âåñîâûõ �óíêöèé �èëüòðàöèè è ïàðàìåòðîâ ïðîåêöè-

îííûõ ñõåì, èãðàþùåå ñóùåñòâåííóþ ðîëü ïðè àíàëèçå åäèíñòâåííîñòè

ðåøåíèÿ çàäà÷è. Â îñòàëüíîé ÷àñòè ïàðàãðà�à ïðè n = 2 óñòàíàâëèâàþò-
ñÿ îðèãèíàëüíûå ðåçóëüòàòû. Òàê, ñâÿçè ìåæäó ïîñòðîåííûì âåêòîðíûì

ïîëåì è ïîâåäåíèåì �óíêöèè ÿðêîñòè â êðèòè÷åñêèõ òî÷êàõ ïîçâîëÿþò

ñóäèòü î íàëè÷èè òî÷åê âåòâëåíèÿ ó êðèâîé. �àññìîòðåíû ÷àñòíûå ñëó-
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÷àè êîíêðåòíûõ ñåìåéñòâ âåñîâûõ �óíêöèé. Òðåòèé ïàðàãðà� ïîñâÿùåí

óñòàíîâëåíèþ áîëåå îáùèõ êðèòåðèåâ åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è âîñ-

ñòàíîâëåíèÿ ëàìáåðòîâîé îïòè÷åñêîé êðèâîé ïî åå èçîáðàæåíèÿì. �åçóëü-

òàòû, ïîëó÷åííûå â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíûõ âåñîâûõ �óíêöèé, óòî÷íÿþòñÿ

â ñëó÷àå ðàçìåùåíèÿ ó÷àñòêîâ ëàìáåðòîâîé îïòè÷åñêîé êðèâîé â ñðåäàõ ñ

ðàçëè÷íûìè îïòè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè, òàêèìè êàê ïîãëîùåíèå ðàçëè÷íîé

ïðèðîäû èëè ðàññåÿíèå.

Ïðèâåäåì îáùèå ñâåäåíèÿ, íåîáõîäèìûå ïðè ïîñòðîåíèÿ ìàòåìàòè÷å-

ñêîé ìîäåëè �îòîìåòðèè [6℄ â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå mathbbRn
, n ≥ 2

.

Îïðåäåëèì â R
n
, n ≥ 2, ïðîåêöèîííóþ ñõåìó (ÏÑ) F = {q, E,W, F},

êîòîðàÿ âêëþ÷àåò â ñåáÿ: (a) òî÷êó q � îáúåêòèâ ÏÑ F ; (b) ãèïåðïëîñêîñòü
E, íàçûâàåìóþ ýêðàíîì; () îòêðûòóþ âûïóêëóþ îãðàíè÷åííóþ îáëàñòü

W ⊂ E � ý��åêòèâíóþ îáëàñòü; (d) �óíêöèþ F (x, w) ïåðåìåííûõ x ∈ R
n
,

w ∈ E, íàçûâàåìóþ �èëüòðàöèåé ÏÑ F .
Äëÿ óêàçàííûõ îáúåêòîâ âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ: (1) òî÷-

êà q /∈ E íàõîäèòñÿ íà ðàññòîÿíèè d1 îò E; (2) ý��åêòèâíàÿ îáëàñòü W
ñîäåðæèò òî÷êó w0, ÿâëÿþùóþñÿ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ ñ ýêðàíîì E ïðÿ-

ìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó q îðòîãîíàëüíî ýêðàíó E; (3) �èëüòðàöèÿ
F (x, w) íåïðåðûâíà ïî x ∈ F+ := {x ∈ R

n
∣∣ 〈x− q, q−w0〉 > 0}, è ÿâëÿåòñÿ

îáîáùåííîé êîìïëåêñíîçíà÷íîé ïî w ∈ E.
×åðåç nF := (q − w0)/|q − w0| îáîçíà÷àåì åäèíè÷íûé âåêòîð, îðòîãî-

íàëüíûé ýêðàíó E è íàïðàâëåííûé èç òî÷êè q â îáëàñòü F+. Åñëè x ∈ F+,

òî åå ãåîìåòðè÷åñêèì èçîáðàæåíèåì íàçûâàåòñÿ òî÷êà P (x) ∈ E, îïðåäå-
ëåííàÿ �îðìóëîé

P (x) = q − d1
q − x

〈q − x, nF 〉
. (1)

Ñîáñòâåííîé ñèñòåìîé êîîðäèíàò ïðîåêöèîííîé ñõåìû F íàçûâàåòñÿ ñè-

ñòåìà êîîðäèíàò â R
n
, ñâÿçàííàÿ ñ êàêèì-ëèáî îðòîíîðìèðîâàííûì áà-

çèñîì e1, . . . , en−1, nF . Íèæå áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ èçîïëàíàòè÷åñêèå δ-
îáðàçíûå ïðîåêöèîííûå ñõåìû, �èëüòðàöèÿ êîòîðûõ èìååò âèä

F (x, w) =
cF(x)

|q − x|n−1
δ(w − P (x)),

ãäå ãåîìåòðè÷åñêîå èçîáðàæåíèå P (x) òî÷êè x çàäàíî �îðìóëîé (1), δ �
δ-�óíêöèÿ Äèðàêà.

Ïîä ëàìáåðòîâîé îïòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòüþ ïîíèìàåòñÿ ïàðà

(
M,A

)
,

ñîñòîÿùàÿ èç ïîâåðõíîñòè M ⊂ R
n
è ïîëîæèòåëüíîé �óíêöèè ÿðêîñòè

A(x), x ∈ M . Ñ÷èòàåì çàäàííûìè â R
n n ïðîåêöèîííûõ ñõåì F1, . . . ,Fn

ñ íåïóñòîé äîïóñòèìîé îáëàñòüþ Xπ = ∩n
j=1Fj+. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ó÷à-

ñòîê ïîâåðõíîñòèMπ =M∩n
j=1Fj+ òàêîâ, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈Mπ âåê-
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òîðû qj−x, j = 1, . . . , n ëèíåéíî íåçàâèñèìû è 〈qj−x , νx〉 > 0, j = 1, . . . , n.
Çäåñü νx � íîðìàëü ê ïîâåðõíîñòè M â òî÷êå x. Óñëîâèÿ ïîëîæèòåëüíî-

ñòè ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé ýêâèâàëåíòíî �óñëîâèþ âèäèìîñòè� ó÷àñòêà

ïîâåðõíîñòè Mπ ïî îòíîøåíèþ êî âñåì òî÷êàì q1, . . . , qn. Èíûìè ñëîâàìè,
ïðÿìûå Lqjx, j = 1, . . . , n, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç òî÷êè qj è x, ïåðåñåêàþò Mπ

òîëüêî â îäíîé òî÷êå.

Îäíà èç ïîñòàíîâîê îáðàòíîé çàäà÷è �îòîìåòðèè �îðìóëèðóåòñÿ ñëå-

äóþùèì îáðàçîì. Ïî çàäàííîìó íàáîðó èçîáðàæåíèé èñòî÷íèêà, ïîëó-

÷åííûõ ïîñðåäñòâîì ÏÑ, îïðåäåëèòü ãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïîëîæåíèå â R
n

èñòî÷íèêà è �óíêöèþ A, îïèñûâàþùóþ åãî ñâåòèìîñòü. Çàìåòèì, ÷òî åñëè

êîëè÷åñòâî ÎÑ äîñòàòî÷íî âåëèêî, îíè ðàñïîëîæåíû ðàâíîìåðíî âîêðóã

èñòî÷íèêà, òîïîëîãè÷åñêàÿ ðàçìåðíîñòü êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ ðàçìåðíî-

ñòüþ ïðîñòðàíñòâà, òî ñ�îðìóëèðîâàííàÿ çàäà÷à èçâåñòíà êàê çàäà÷à òî-

ìîãðà�èè [10℄. Åñëè â òåõ æå óñëîâèÿõ èíòåðåñóåò ëèøü ãåîìåòðè÷åñêèå

õàðàêòåðèñòèêè îáúåêòà, òîãäà ìû èìååì äåëî ñ ãåîìåòðè÷åñêîé òîìîãðà-

�èåé [11℄. Îáðàòíóþ çàäà÷ó �îòîìåòðèè ìîæíî òðàêòîâàòü êàê çàäà÷ó

òîìîãðà�èè ïî âîññòàíîâëåíèþ îáîáùåííûõ �óíêöèé ñ ñèíãóëÿðíûì íî-

ñèòåëåì òîïîëîãè÷åñêîé ðàçìåðíîñòè 0 [8℄, 1 (íàñòîÿùàÿ ðàáîòà), 2 [9℄.

Ìåòîäû ðåøåíèé òàêèõ çàäà÷ óíèêàëüíû è èìåþò ìàëî îáùåãî ñ ìåòîäà-

ìè ðåøåíèÿ òðàäèöèîííûõ çàäà÷ òîìîãðà�èè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îíè íå

òðåáóþò ñòîëü áîëüøîãî îáúåìà èñõîäíîé èí�îðìàöèè, êîòîðûé íåîáõî-

äèì äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ òîìîãðà�èè ñ õîðîøåé òî÷íîñòüþ.

Âñþäó äàëåå ðàññìàòðèâàåòñÿ îáðàòíàÿ çàäà÷à �îòîìåòðèè, ïîñòàâëåí-

íàÿ â äâóìåðíîì ïðîñòðàíñòâå R
2
. Â êà÷åñòâå äàííûõ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è

èñïîëüçóåòñÿ ñòåðåîïàðà, ñîñòîÿùàÿ èç äâóõ ðåçêèõ èçîáðàæåíèé. Áîëåå

òî÷íî, èñïîëüçóþòñÿ ñëåäû òîé æå ýïèïîëÿðíîé ïëîñêîñòè íà ý��åêòèâ-

íûõ îáëàñòÿõ Wj , j = 1, 2. Ñîõðàíÿþòñÿ ñîãëàøåíèÿ, ïðèíÿòûå ðàíåå,

íî îïðåäåëåíèÿ è ðåçóëüòàòû ïðèâåäåíû â ñîîòâåòñòâèå ñ òåðìèíîëîãèåé,

ïðèíÿòîé äëÿ åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè. Òàê, ïàðó (l, A), ñîñòîÿùóþ èç êðè-

âîé è ïîëîæèòåëüíîé �óíêöèè ÿðêîñòè A(x), x ∈ l, íàçûâàåì ëàìáåðòîâîé

(îïòè÷åñêîé) êðèâîé. ×åðåç Xπ îáîçíà÷àåì ìíîæåñòâî F1+ ∩ F2+, à ÷åðåç

lπ � ìíîæåñòâî l ∩ Xπ 6= ∅. Òðåáóåòñÿ íàéòè ó÷àñòîê lπ ⊂ l ëàìáåðòîâîé
êðèâîé l è �óíêöèþ ÿðêîñòè A(x), x ∈ lπ, çàäàííûì â R

2
, ïî èçâåñòíûì

ðåçêèì èçîáðàæåíèÿì uj ýòîãî ó÷àñòêà è çàäàííûì âåñîâûì �óíêöèÿì cj ,
j = 1, 2.

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

sj = |x− qj |, ξj =
x− qj
|x− qj |

, cosψj =
〈x− qj , nF 〉
|x− qj|

= 〈ξj, nF 〉, j = 1, 2.

�åçêèå �îòîìåòðè÷åñêèå èçîáðàæåíèÿ ëàìáåðòîâîé êðèâîé (l, A) çà-
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äàþòñÿ �îðìóëàìè

uj(w) =
1

d1
A(Pj(x))c(x, qj) cos

2 ψj , j = 1, 2. (2)

Â êà÷åñòâå âåñîâûõ èñïîëüçóþòñÿ �óíêöèè cj(x) ≡ c(x, qj) ñëåäóþùèõ
êëàññîâ:

(WF1) c(x, qj) = const;
(WF2) c(x, qj) = e−ε|qj−x|

;

(WF3) c(x, qj) = e−σ2|qj−x|2
;

(WF4) c(x, qj) = |qj − x|r, r 6= 0.
Ïðè ýòîì j = 1, 2, r, σ âåùåñòâåííû, ε ìîæåò áûòü êàê ïîëîæèòåëüíîé

âåùåñòâåííîé, òàê è êîìïëåêñíîé êîíñòàíòîé.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ ëàìáåðòîâîé êðèâîé ñòðîèòñÿ íåÿâ-

íîå óðàâíåíèå

G(x) = 0, G(x) =
u1(x)

u2(x)
− c(x, q1) cos

2 ψ1(x)

c(x, q2) cos2 ψ2(x)
, (3)

x ∈ Xπ. Ôóíêöèÿ G(x) ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Çàäàâàÿ òî÷êó x ∈
Xπ, íàõîäèì òî÷êè w1 =W1 ∩Lq1x, w2 = W2 ∩Lq2x, ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé

ïåðåñå÷åíèÿ ý��åêòèâíûõ îáëàñòåé W1,W2 è ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç

òî÷êè q1, x è q2, x, ñîîòâåòñòâåííî. Ïðèäàâàÿ ðåçêèì èçîáðàæåíèÿì u1(x),
u2(x) â òî÷êå x (èçâåñòíûå) çíà÷åíèÿ â òî÷êàõ w1 = P1(x), w2 = P2(x),
óáåæäàåìñÿ â òîì, ÷òî �óíêöèÿ G(x) ñ�îðìèðîâàíà, òàê êàê îñòàëüíûå

âûðàæåíèÿ, âõîäÿùèå â óðàâíåíèå (3), îïðåäåëåíû â ëþáîé òî÷êå x ∈ Xπ.

Òî÷êè ó÷àñòêà lπ êðèâîé l ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó ðåøåíèé óðàâíå-

íèÿ (3). Åñëè óñòàíîâëåíî ìíîæåñòâî lπ (íîñèòåëü ÿðêîñòè), òî íàõîæäå-

íèå �óíêöèè ÿðêîñòè A(x) ïðè èçâåñòíûõ ðåçêèõ èçîáðàæåíèÿõ ó÷àñòêà

êðèâîé lπ ⊂ l íå ïðåäñòàâëÿåò ñëîæíîñòè. Óðàâíåíèå (3) ìîæåò îáëàäàòü
ðåøåíèÿìè, íå ïðèíàäëåæàùèìè lπ, ÷òî ñòàâèò âîïðîñ î åäèíñòâåííîñòè

ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è. Òàêèì îáðàçîì, íåîáõîäèìî âûäåëèòü èñêîìûé

ó÷àñòîê lπ êðèâîé èç ìíîæåñòâà âñåõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (3). Â ñâîþ î÷å-

ðåäü, äëÿ ýòîãî íóæíî íàéòè è ñ�îðìóëèðîâàòü óñëîâèÿ, âûïîëíåíèå êî-

òîðûõ ãàðàíòèðóåò åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è �îòîìåòðèè,

ïîñòàâëåííîé â R
2
.

� 2. Îáëàñòè âåòâëåíèÿ, ñîïðîâîæäàþùèå

è êðèòè÷åñêèå òî÷êè

Â äàëüíåéøåì ñ÷èòàåì âåñîâûå �óíêöèè cj ïðîåêöèîííûõ ñõåì F1,F2

êëàññà ãëàäêîñòè C2
ïðè x ∈ Xπ, êðèâóþ l êëàññà ãëàäêîñòè C1

, �óíêöèè

ISSN 1560-750X

Ìàòåìàòè÷åñêèå òðóäû, 2024, Òîì 27, � 3, C. 52-73

Mat. Trudy, 2024, V. 27, N. 3, P. 52-73



Äåðåâöîâ Å.Þ. 59

ÿðêîñòè A(x) êëàññà ãëàäêîñòè C1
ïðè x ∈ l. Çàìåòèì, ÷òî â ýòèõ óñëîâèÿõ

�óíêöèÿ G(x) íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìà.
Ïðèâîäèìûå íèæå îïðåäåëåíèÿ è ñâÿçàííûå ñ íèìè ïåðâîíà÷àëüíûå

ðåçóëüòàòû èçëîæåíû â [6℄ � ïðè ïîñòàíîâêå çàäà÷è â R
n
; â [8℄, [9℄ ïðè ïî-

ñòàíîâêå çàäà÷è â R
3
. Íèæå äëÿ ñâÿçíîñòè èçëîæåíèÿ îíè �îðìóëèðóþòñÿ

â óñëîâèÿõ ïîñòàíîâêè çàäà÷è â R
2
.

Òî÷êó x ∈ lπ íàçîâåì êðèòè÷åñêîé â ñèòóàöèè {(l, A), π}, åñëè ∂G

∂xj
=

0 äëÿ j = 1, 2. Òî÷êà y ∈ X íàçûâàåòñÿ ñîïðîâîæäàþùåé â ñèòóàöèè

{(l, A), π}, åñëè y ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (3) è y /∈ lπ. Òî÷êà x ∈
lπ íàçûâàåòñÿ òî÷êîé âåòâëåíèÿ ïàðû (l, A) îòíîñèòåëüíî ñåìåéñòâà π,
åñëè â êàæäîé åå îêðåñòíîñòè (â R

2
) íàéäåòñÿ òî÷êà, ñîïðîâîæäàþùàÿ â

ñèòóàöèè {(l, A), π}.
Ïðîèçâîäíóþ �óíêöèè f â òî÷êå x ïî íàïðàâëåíèþ âåêòîðà m ∈ R

2

îáîçíà÷àåì

∂f(x)

∂m
, è, òàêèì îáðàçîì,

∂f(x)

∂m
= 〈∇f(x), m〉 =

(
df(x)

)
(m),

ãäå∇� ãðàäèåíò, à df(x)� äè��åðåíöèàë �óíêöèè f â òî÷êå x. Ïîëîæèì

mj =
qj − x

|qj − x| , fj =
∂ ln cj(x)

∂mj

=
〈∇cj(x) , mj〉

cj(x)
, j = 1, 2, (4)

è îáîçíà÷èì ÷åðåç τ åäèíè÷íûé êàñàòåëüíûé âåêòîð ê êðèâîé l â òî÷êå x.
Äè��åðåíöèàëüíóþ �îðìó ωπ ïåðâîé ñòåïåíè íà ìíîæåñòâå lπ çàäàäèì

ñîîòíîøåíèÿìè

(
ωπ(x)

)
(τ) =

〈m1, νx〉f2 − 〈m2, νx〉f1
|〈m2, νx〉m1 − 〈m1, νx〉m2|

, (5)

ãäå νx � íîðìàëü ê êðèâîé l â òî÷êå x ∈ lπ, òàêàÿ ÷òî 〈νx, mj〉 > 0, j =
1, 2. Âåêòîðû qj − x, x ∈ lπ, ëèíåéíî íåçàâèñèìû, ñëåäîâàòåëüíî âåêòîð

τ îáðàçóåò áàçèñ êàñàòåëüíîãî ê êðèâîé l â òî÷êå x ïðîñòðàíñòâà. Òîãäà

�îðìà ωπ îïðåäåëåíà íà ëþáîì êàñàòåëüíîì ê êðèâîé l â òî÷êå x ∈ lπ
âåêòîðå.

Äëÿ ñëó÷àÿ n = 2 ïåðå�îðìóëèðóåì òåîðåìó è äâà ïðåäëîæåíèÿ [6℄,

[9℄, êîòîðûå íåîáõîäèìû â äàëüíåéøåì.

Òåîðåìà 2.1. 1. Òî÷êà y ∈ Xπ ÿâëÿåòñÿ ñîïðîâîæäàþùåé â ñèòóàöèè

{(l, A), π} òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

c1(x1)

c1(y)
A(x1) =

c2(x2)

c2(y)
A(xk), y /∈ lπ, (6)
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ãäå xj � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ìíîæåñòâà lπ ñ ïðÿìîé Lyqj , j = 1, 2.
2. Ïóñòü x ∈ lπ � òî÷êà âåòâëåíèÿ ëàìáåðòîâîé êðèâîé (l, A) äëÿ ïðî-

åêöèîííûõ ñõåì F1,F2. Òîãäà dA(x) = −A(x)ωπ(x), ãäå dA(x) � �îðìà-

äè���åðåíöèàë �óíêöèè ÿðêîñòè A.
3. Òî÷êà x ∈ lπ ÿâëÿåòñÿ êðèòè÷åñêîé â ñèòóàöèè {(l, A), π} òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà

(
d lnA

)
(x) = −ωπ(x).

Ïðåäëîæåíèå 2.2. 1. Ìíîæåñòâî êðèòè÷åñêèõ òî÷åê â ñèòóàöèè

{(l, A), π} çàìêíóòî.
2. Ìíîæåñòâî òî÷åê âåòâëåíèÿ ïàðû (l, A) îòíîñèòåëüíî ïðîåêöèîííûõ

ñõåì F1,F2 çàìêíóòî.

3. Îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ ñîïðîâîæäàþùèõ â ñèòóàöèè {(l, A), π} òî÷åê è
òî÷åê âåòâëåíèÿ ïàðû (l, A) çàìêíóòî.
4. Åñëè òî÷êà x ∈ lπ ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé âåòâëåíèÿ ïàðû (l, A) îòíîñèòåëüíî
ïðîåêöèîííûõ ñõåì F1,F2, òî x � êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà.

Íàïîìíèì, ÷òî òî÷êà x ∈ l ÿâëÿåòñÿ êðèòè÷åñêîé òî÷êîé �óíêöèè ÿð-

êîñòè A, åñëè dA(x) = 0. Òî÷êà x ∈ l ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé òî÷êîé �óíêöèè
ÿðêîñòè A, åñëè dA(x) 6= 0.

Ïðåäëîæåíèå 2.3. Åñëè ÿðêîñòü A ëàìáåðòîâîé êðèâîé (l, A) èìå-
åò êîíå÷íîå ÷èñëî êðèòè÷åñêèõ òî÷åê íà ñâåòÿùåéñÿ ÷àñòè (l, A), òî ïî

äâóì ðåçêèì èçîáðàæåíèÿì, ïîëó÷åííûõ ïîñðåäñòâîì ïðîåêöèîííûõ ñõåì

F1,F2, ó÷àñòîê êðèâîé lπ è ÿðêîñòü íà íåì îïðåäåëÿþòñÿ îäíîçíà÷íî, åñ-

ëè äîïîëíèòåëüíî èçâåñòíî ïîëîæåíèå õîòÿ áû îäíîé ðåãóëÿðíîé äëÿ A
òî÷êè.

Ïóñòü U � îòêðûòîå îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî â R
2
òàêîå, ÷òî åãî çàìû-

êàíèå Ū ïðèíàäëåæèò îáëàñòè Xπ 6= ∅. Ëàìáåðòîâà êðèâàÿ (l, A) òàêîâà,
÷òî l∩Xπ 6= ∅ è U ∩ lπ 6= ∅. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìíîæåñòâî U ÿâëÿåòñÿ îá-

ëàñòüþ âåòâëåíèÿ ïàðû (l, A) îòíîñèòåëüíî ñåìåéñòâà π, åñëè ñóùåñòâóåò

�óíêöèÿ Ã(y), y ∈ U , êëàññà C1
òàêàÿ, ÷òî:

� (à) åå îãðàíè÷åíèå íà lπ ∩ U ñîâïàäàåò ñ �óíêöèåé A(x), x ∈ lπ ∩ U ;
� (b) äëÿ âñÿêîé òî÷êè x ∈ lπ ∩ U âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ cj(x)A(x) =

cj(x+ yj)Ã(x+ yj) äëÿ yj ∈ Lxqj ∩ U , j = 1, 2.
Êðàòêî íå�îðìàëüíî îïèøåì îáëàñòü âåòâëåíèÿ U . Ïî-ñóùåñòâó, ýòî

îïèñàíèå áëèçêî îïèñàíèþ îáëàñòè âåòâëåíèÿ, ïðèâåäåííîìó â [9℄ â òðåõ-

ìåðíîì ñëó÷àå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ëàìáåðòîâà êðèâàÿ (l, A) îáëàäàåò îá-
ëàñòüþ âåòâëåíèÿ. Òîãäà âîçìîæíî ïîñòðîåíèå ñåìåéñòâà êðèâûõ Sl. Ïðè
ýòîì êàæäàÿ êðèâàÿ l̃ ∈ Sl âíå îáëàñòè U ñîâïàäàåò ñ êðèâîé l, à âíóòðè U
ïîëó÷åíà ãëàäêîé äå�îðìàöèåé âäîëü ïðÿìûõ Lxqj , x ∈ lπ∩U , j = 1, 2. Äå-
�îðìàöèÿ ïðè ýòîì îñóùåñòâëÿåòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ó÷àñòîê êðèâîé
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lπ ∩ U óäîâëåòâîðÿë óñëîâèþ âèäèìîñòè èç òî÷åê q1, q2. Ôóíêöèÿ ÿðêîñòè
B íà ìíîæåñòâå lπ ∩ U îïðåäåëÿåòñÿ êàê îãðàíè÷åíèå íà íåãî �óíêöèè

Ã, à âíå åãî ñîâïàäàåò ñ èñõîäíîé �óíêöèåé ÿðêîñòè A. Èíûìè ñëîâà-

ìè, ñåìåéñòâî ëàìáåðòîâûõ êðèâûõ (Sl, Ã) òàêîâî, ÷òî ëþáàÿ ïàðà (l̃, B),

l̃ ∈ Sl äàåò îäíè è òå æå ðåçêèå èçîáðàæåíèÿ íà ý��åêòèâíûõ îáëàñòÿõ

Wj ïðîåêöèîííûõ ñõåì F1,F2. Ëþáàÿ òî÷êà y ∈ l̃π ∩ U åñòü òî÷êà âåòâëå-

íèÿ ïàðû (l̃, B) îòíîñèòåëüíî ñåìåéñòâà π. Òî÷êà x ∈ U \ (lπ ∩U) ÿâëÿåòñÿ
ñîïðîâîæäàþùåé â ñèòóàöèè {(l̃, B), π}. Èç ïðåäëîæåíèÿ 2.2(4) ñëåäóåò,

÷òî ìíîæåñòâî l̃π ∩U ñîñòîèò èç êðèòè÷åñêèõ â ñèòóàöèè {(l̃, B), π} òî÷åê.
Ôóíêöèÿ G (ñì. (3)) îïðåäåëåíà âî âñåõ òî÷êàõ x ∈ X , ïîýòîìó îáëàñòü U

ñîñòîèò èç òî÷åê, â êîòîðûõ óðàâíåíèå âûðîæäàåòñÿ, òî åñòü

∂G(x)

∂xk
= 0,

k = 1, 2. Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò êðèòåðèé ñóùåñòâîâà-

íèÿ îáëàñòåé âåòâëåíèÿ ëàìáåðòîâîé êðèâîé (l, A)

Ïðåäëîæåíèå 2.4. Ïàðà (l, A) îáëàäàåò îáëàñòüþ âåòâëåíèÿ U òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà �óíêöèÿ Ã(y) ∈ C1(U) óäîâëåòâîðÿåò â U ñîîòíî-

øåíèÿì

fj +
∂ ln Ã(y)

∂mj

= 0, j = 1, 2, (7)

ãäå ïðèíÿòû îáîçíà÷åíèÿ, çàäàííûå �îðìóëàìè (4).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òðåáîâàíèÿ (b) îïðåäåëåíèÿ îáëàñòè âåòâëåíèÿ

âûòåêàåò, ÷òî äëÿ âñÿêîé òî÷êè x ∈ lπ ∩ U ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíûå

âåùåñòâåííûå εj(x), δj(x) òàêèå, ÷òî

Lxqj ∩ U = x+ tj
qj − x

|qj − x| , tj ∈
(
− εj(x) , δj(x)

)
, j = 1, 2.

Êðîìå òîãî, èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

cj(x)A(x) = cj(x+ tjmj)Ã(x+ tjmj), j = 1, 2. (8)

Äè��åðåíöèðîâàíèå ïîñëåäíèõ ñîîòíîøåíèé ïî tj , ïðè tj → 0, ïðèâîäèò
ê òîìó, ÷òî óðàâíåíèÿ (7) ñïðàâåäëèâû ïðè x ∈ lπ ∩ U . Òî÷êà x âûáðàíà

ïðîèçâîëüíî, ïàðà (l, Ã) � ëþáàÿ èç ñåìåéñòâà (Sl, Ã). Ñëåäîâàòåëüíî,
ñîîòíîøåíèÿ (7) âûïîëíÿþòñÿ âî âñåé îáëàñòè U .

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ñîâïàäàþùàÿ ñ A íà ó÷àñòêå

lπ ∩ U �óíêöèÿ Ã(y) ∈ C1(U), êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò �îðìóëàì (7). Â

ñîîòâåòñòâèè ñ (4) èõ òîãäà ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

∂

∂mj

ln
(
cj(y)Ã(y)

)
= 0, j = 1, 2. (9)
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Ñîîòíîøåíèÿ (9) îçíà÷àþò, ÷òî ïðîèçâåäåíèÿ cj(y)Ã(y) ïîñòîÿííû ïðè

y ∈ Lxqj ∩ U , ãäå x �ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà U . Ôèêñèðóÿ ëþ-

áóþ êðèâóþ l èç ñåìåéñòâà Sl è âûáèðàÿ �óíêöèþ ÿðêîñòè A íà íåé ñîâ-

ïàäàþùåé ñ îãðàíè÷åíèåì Ã(y) íà ìíîæåñòâî lπ ∩ U , ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

cj(x)A(x) = cj(x+ tjmj)Ã(x+ tjmj), tj ∈
(
− εj(x) , δj(x)

)
, j = 1, 2. 2

�àññìîòðèì ÷àñòíûå ñëó÷àè âåñîâûõ �óíêöèé è ïðîàíàëèçèðóåì èõ

ñ ó÷åòîì ïðåäëîæåíèÿ 2.4. Åñëè âåñîâûå �óíêöèè ïðèíàäëåæàò êëàññó

(WF1), cj(x) = const, òî �óíêöèè fj(x) îáðàùàþòñÿ â íóëü, è �îðìóëû

(7), (8) îçíà÷àþò òîãäà, ÷òî ñïðàâåäëèâ ñëåäóþùèé âûâîä.

Ñëåäñòâèå 2.5. Çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ ëàìáåðòîâîé êðèâîé (l, A) ïî
ñòåðåîïàðå åå ðåçêèõ èçîáðàæåíèé, ïîëó÷åííûõ ïîñðåäñòâîì ïðîåêöèîí-

íûõ ñõåì ñ ïîñòîÿííûìè âåñîâûìè �óíêöèÿìè, èìååò åäèíñòâåííîå ðå-

øåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íå ñóùåñòâóåò îòêðûòûõ ñåãìåíòîâ íà

ó÷àñòêå lπ êðèâîé l, â êîòîðûõ �óíêöèÿ ÿðêîñòè ïîñòîÿííà.

Ïóñòü âåñîâûå �óíêöèè ïðèíàäëåæàò ñåìåéñòâó (WF2), òî åñòü èìåþò

âèä cj(x) = e−ε|x−qj|
, ε > 0. Òàê êàê

∂cj(x)

∂xk
= −εe−ε|x−qj |mk

j , j, k = 1, 2, òî

fj =
〈∇cj(x), mj〉

cj(x)
= −ε äëÿ j = 1, 2. Ñîîòíîøåíèÿ (7) òîãäà ïðèîáðåòàþò

âèä

∂ ln Ã(y)

∂mj

=
(
d ln Ã(y)

)
(mj) = ε.

Èíòåãðèðóÿ âäîëü ìàëûõ ó÷àñòêîâ ïðÿìûõ Lxqj , x ∈ lπ, ïîëó÷àåì, ÷òî

Ã(y) = Ã(x+ tjmj) = A(x)eεtj , tj ∈ (0, δj(x)).

Ïîëîæèì òî÷êó x ïðèíàäëåæàùåé ó÷àñòêó lπ êðèâîé l. Ëåãêî âèäåòü,
÷òî òîãäà ãëàäêîå ïðîäîëæåíèå �óíêöèè A(x) âäîëü äâóõ ïðÿìûõ, ñîåäè-
íÿþùèõ òî÷êè x, qj , j = 1, 2, íåâîçìîæíî, òàê êàê â èíîì ñëó÷àå �óíêöèÿ

Ã(y) çàâèñåëà áû îò äâóõ ðàçëè÷íûõ ïðîèçâîëüíî ðàñïîëîæåííûõ òî÷åê

q1, q2. Ïîýòîìó êàêîâà áû íè áûëà �óíêöèÿ A, ïîñòðîåíèå åå ãëàäêîãî

ïðîäîëæåíèÿ â îáëàñòü U íåâîçìîæíî, è îáëàñòåé âåòâëåíèÿ ó ïàð (l, A)
îòíîñèòåëüíî ïðîåêöèîííûõ ñõåì F1,F2 ñ âåñîâûìè �óíêöèÿìè cj , j = 1, 2
êëàññà (WF2) íå ñóùåñòâóåò.

Äëÿ âåñîâûõ �óíêöèé èç ñåìåéñòâà (WF3) âèäà c(x, qj) = e−σ2|x−qj |2
,

ïðèõîäèì ê �îðìóëàì äëÿ fj , fj =
〈∇cj(x), mj〉

cj(x)
= −2σ2|x − qj |,j = 1, 2.

Ïðåäëîæåíèå 2.4 îçíà÷àåò, ÷òî ïàðà (l, A) îáëàäàåò îáëàñòüþ âåòâëåíèÿ

U , åñëè âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå σ2|y − q1|2 = σ2|y − q2|2 äëÿ ëþáîé òî÷êè
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y ∈ U è òî÷åê q1, q2 ñ ïðîèçâîëüíûì ðàñïîëîæåíèåì. �àâåíñòâî âûïîë-

íÿåòñÿ ëèøü â òî÷êàõ ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ñåðåäèíó îòðåçêà [q1, q2]
ïåðïåíäèêóëÿðíî åìó. Òàêèì îáðàçîì, îáëàñòåé âåòâëåíèÿ ó ëàìáåðòîâûõ

êðèâûõ, ðàçìåùåííûõ â ñðåäå ñ âåñîâûìè �óíêöèÿìè èç ñåìåéñòâà (WF3),

íå ñóùåñòâóåò.

Âû÷èñëèì �óíêöèè fj , j = 1, 2, äëÿ âåñîâûõ �óíêöèé èç êëàññà (WF4),

c(x, qj) = |x − qj|r, r 6= 0. Â ýòîì ñëó÷àå fj =
〈∇cj(x), mj〉

cj(x)
=

r

|x− qj |
äëÿ

j = 1, 2. Îáðàùàÿñü ê ïðåäëîæåíèþ 2.4, äåëàåì âûâîä, ÷òî ïàðà (l, A)
îáëàäàåò îáëàñòüþ âåòâëåíèÿ U ïðè âûïîëíåíèè ñîîòíîøåíèÿ |y − q1| =
|y−q2| äëÿ ëþáîé òî÷êè y ∈ U è ïðîèçâîëüíî ðàñïîëîæåííûõ òî÷åê q1, q2.

Òàêèì îáðàçîì, ó ëàìáåðòîâîé êðèâîé (l, A) â ñëó÷àå âåñîâûõ �óíêöèé
òèïà (WF4) îòñóòñòâóþò îáëàñòè âåòâëåíèÿ, êàê è ó ëàìáåðòîâûõ êðèâûõ

â ñëó÷àå âåñîâûõ �óíêöèé ñåìåéñòâ (WF2), (WF3).

Ñëåäñòâèå 2.6. Ëàìáåðòîâà êðèâàÿ (l, A) íå îáëàäàåò îáëàñòÿìè âåòâ-
ëåíèÿ, åñëè åå èçîáðàæåíèÿ ïîëó÷åíû ïîñðåäñòâîì ïðîåêöèîííûõ ñõåì ñ

âåñîâûìè �óíêöèÿìè èç ñåìåéñòâ (WF2), (WF3), (WF4).

Ñëåäñòâèÿ 2.5, 2.6îçíà÷àþò, ÷òî âåñîâàÿ �óíêöèè (WF1) çàìåòíî îòëè-

÷àåòñÿ îò îñòàëüíûõ. Íàìè óñòàíîâëåí êðèòåðèé íàëè÷èÿ èëè îòñóòñòâèÿ

îáëàñòåé âåòâëåíèÿ U ⊂ Xπ U ∩ lπ 6= ∅, êîòîðûå îáëàäàþò òîïîëîãè÷åñêîé
ðàçìåðíîñòüþ 2. Îñòàåòñÿ íå ÿñíûì íàëè÷èå èëè îòñóòñòâèå òî÷åê âåòâ-

ëåíèÿ èç ìíîæåñòâ òîïîëîãè÷åñêîé ðàçìåðíîñòè ìåíüøå äâóõ. Ïîýòîìó

íåîáõîäèìî äàëüíåéøåå èçó÷åíèå çàäà÷è.

� 3. Âîññòàíîâëåíèå êðèâîé

�àññìîòðèì äè��åðåíöèàëüíóþ �îðìó ωπ, îïðåäåëåííóþ ñîîòíîøå-

íèåì (5). Äëÿ x ∈ lπ è åäèíè÷íîãî êàñàòåëüíîãî âåêòîðà τ ê êðèâîé l â
òî÷êå x ïîëîæèì

τ = α(x)m1 + β(x)m2.

Èç óñëîâèé

〈qj − x, nx〉 > 0, j = 1, 2, (10)

è ñîíàïðàâëåííîñòè âåêòîðîâ τ è q2 − q1 ñëåäóåò, ÷òî α(x) < 0, β(x) > 0.
Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ D = 〈m1, m2〉, e2 = 1 − D2

. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå

(10), âûðàæàÿ íîðìàëü nx ÷åðåç âåêòîðû m1, m2 è �óíêöèè α, β, ïîëó÷àåì
�îðìóëû

〈m1, nx〉 = β(x)
√
1−D2, 〈m2, nx〉 = −α(x)

√
1−D2,

|〈m2, nx〉m1 − 〈m1, nx〉m2| =
√
1−D2.
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Èñïîëüçóÿ íàéäåííûå âûðàæåíèÿ â (5), ïîëó÷èì

(
ωπ(x)

)
(τ) = α(x)f1 + β(x)f2, (11)

à âûðàæàÿ �óíêöèè α(x), β(x) ÷åðåç m1, m2, τ è D,

α(x) =
〈m1 −Dm2, τ rangle

e2
, β(x) =

〈m2 −Dm1, τ〉
e2

,

ïðåäñòàâèì äè��åðåíöèàëüíóþ �îðìó ωπ â âèäå

(
ωπ(x)

)
(τ) =

〈f1 −Df2
e2

m1 +
f2 −Df1

e2
m2 , τ

〉
. (12)

Ôóíêöèè f1, f2 è âåêòîðû m1, m2 îïðåäåëåíû â ëþáîé òî÷êå x ∈ Xπ, ïî-

ýòîìó �îðìà ωπ (5) ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíà íà âñå ìíîæåñòâî Xπ, à åå

äåéñòâèå íà âåêòîð τ îïèñûâàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì (12).

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

hj =
fj −Df3−j

e2
, gkj =

1

e2

( ∂fj
∂xk

−D
∂f3−j

∂xk

)
, j, k = 1, 2,

G(x) = (m1 × g2) + (m2 × g1) + e
( h1
|q1 − x| −

h2
|q2 − x|

)
,

(13)

ãäå v1×v2 = v11v
2
2−v21v12 äëÿ âåêòîðîâ v1, v2 ∈ R

2
. Ïóñòü l � ãëàäêàÿ êðèâàÿ,

çàäàííàÿ â R
2
ïàðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè x = x(s) = (x1(s), x2(s));

ïàðàìåòð � äëèíà äóãè s âîçðàñòàåò â íàïðàâëåíèè, ñîâïàäàþùèì ñ íà-

ïðàâëåíèåì âåêòîðà τ . Âûáåðåì ëþáóþ òî÷êó x0 ∈ lπ ⊂ l è îêðåñòíîñòü

U ýòîé òî÷êè â R
2
òàêóþ, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ âêëþ÷åíèå U ∪ lπ ⊂ Xπ. Òî-

ãäà îêðåñòíîñòè V = U ∩ lπ òî÷êè x0 íà êðèâîé l ñîîòâåòñòâóåò îòêðûòûé
èíòåðâàë Vs = (s0 − δ1, s0 + δ2) ⊂ R, x(s0) = x0, äëÿ íåêîòîðûõ ïîëîæè-

òåëüíûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë δ1, δ2. Ïîëàãàÿ B(s) = A(x(s)), ïðåäñòàâèì
�îðìó-äè��åðåíöèàë ÿðêîñòè â òî÷êå x ∈ V íà êàñàòåëüíîì âåêòîðå τ â
�îðìå

dA(x, τ) =
∂A

∂x1
dx1

ds
+
∂A

∂x2
dx2

ds
=
dB

ds
.

Êàê óñòàíîâëåíî â ïðåäëîæåíèè 2.2 (4), ìíîæåñòâî òî÷åê âåòâëåíèÿ ïàðû

(l, A) ñîäåðæèòñÿ â ìíîæåñòâå êðèòè÷åñêèõ äëÿ ñèòóàöèè {(l, A), π} òî-

÷åê, ïîýòîìó âîçíèêàåò âîïðîñ îá îïèñàíèè ìíîæåñòâà êðèòè÷åñêèõ òî÷åê

íà ó÷àñòêå êðèâîé lπ, êîòîðûé ñâîäèòñÿ (òåîðåìà 2.1(3)) ê âîïðîñó ñóùå-

ñòâîâàíèÿ ïîëîæèòåëüíîé íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìîé �óíêöèè B(s),
s ∈ Vs, óäîâëåòâîðÿþùåé äè��åðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

d
(
lnB(s)

)

ds
= α(x(s))f1(x(s)) + β(x(s))f2(x(s)) =: g̃(s) (14)
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è íà÷àëüíîìó óñëîâèþ B(s0) = B0 > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, âñÿêîå îòêðû-

òîå ìíîæåñòâî V ⊂ lπ ñîñòîèò èç êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ëàìáåðòîâîé êðèâîé

(l, A), åñëè �óíêöèÿ ÿðêîñòè åñòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (14). Íàïîìíèì, ÷òî
äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ óðàâíåíèé òàêîãî êëàññà

äîñòàòî÷íî íåïðåðûâíîñòè åãî ïðàâîé ÷àñòè, ÷òî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî âå-

ñîâûå �óíêöèè cj ïðîåêöèîííûõ ñõåì F1,F2 îáëàäàþò ãëàäêîñòüþ C2
ïðè

x ∈ Xπ, êðèâàÿ l � ãëàäêîñòüþ C1
, �óíêöèè ÿðêîñòè A(x) � ãëàäêîñòüþ

C1
ïðè x ∈ l. Äîïîëíèòåëüíî ñ÷èòàþòñÿ âûïîëíåííûìè �óñëîâèÿ âèäèìî-

ñòè� ó÷àñòêà lπ êðèâîé l.

Ïóñòü �óíêöèÿ B(s) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíå-

íèÿ (14) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì B(s0) = B0 > 0. Òî÷êà y ∈ Xπ òàêîâà,

÷òî òî÷êè x1, x2 � òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ êðèâîé l ñ ïðÿìûìè Lyq1, Lyq2, ñî-

îòâåòñòâåííî, � ïðèíàäëåæàò îêðåñòíîñòè V òî÷êè x0. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

∆y ìíîæåñòâî (òðåóãîëüíèê) èç Xπ, îãðàíè÷åííîå ó÷àñòêîì êðèâîé ìåæäó

òî÷êàìè x1, x2 è îòðåçêàìè [y, xj] ∈ Lyqj , j = 1, 2. Â ýòèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ

ñïðàâåäëèâà

Ëåììà 3.7. Åñëè G(x) = 0 äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ ∆y, òî òî÷êà y ÿâëÿ-
åòñÿ ñîïðîâîæäàþùåé â ñèòóàöèè {(l, A), π}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü �óíêöèÿ G(x), îïðåäåëåííàÿ ñîîòíîøåíèåì

(13) íà ìíîæåñòâå Xπ, îáðàùàåòñÿ â íóëü â òî÷êàõ x ∈ ∆y. Ïîëüçóÿñü

îáùèì êîîðäèíàòíûì ïðåäñòàâëåíèåì äè��åðåíöèàëüíîé �îðìû ïåðâîé

ñòåïåíè, îáîçíà÷åíèÿìè (13) è ïðåäñòàâëåíèåì (12), ïîëó÷àåì

ωπ(x) = p1dx
1 + p2dx

2 = (h1m
1
1 + h2m

1
2)dx

1 + (h1m
2
1 + h2m

2
2)dx

2.

�àññìàòðèâàÿ êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë ïî êîíòóðó ∂∆y , ïî òåîðåìå �ðèíà

èìååì

z

∂∆y

(p1 dx
1 + p2 dx

2) =
x

∆y

(∂p2
∂x1

− ∂p1
∂x2

)
dx1 dx2. (15)

Ïðÿìûìè âû÷èñëåíèÿìè íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî G(x) = 0 â ëþ-

áîé òî÷êå x ∈ ∆y òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñîîòíîøåíèå

∂p2
∂x1

=
∂p1
∂x2

âûïîëíÿåòñÿ â ∆y òîæäåñòâåííî. Ñëåäîâàòåëüíî, äâîéíîé èíòåãðàë â (15)

îáðàùàåòñÿ â íóëü. Èíòåãðèðóÿ (14) â ïðîìåæóòêàõ [s1, s0], [s0, s2], ïîëó-
÷àåì

s2
w

s1

g̃(s) ds = ln
B(s2)

B(s1)
= ln

A(x2)

A(x1)
. (16)

Çäåñü s1 = s0 − δ1, s2 = s0 + δ2, x1 = x(s1), x2 = x(s2). Âîçâðàùàÿñü ê (15)
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è èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèå (11) �îðìû ωπ, ïîëó÷àåì

0 =
z

∂∆y

(p1 dx
1 + p2 dx

2) =

s2
w

s1

g̃(s) ds+
w

[x1,y]

(αf1 + βf2) dl+
w

[y,x2]

(αf1 + βf2) dl.

(17)

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå íàïðàâëåíèå îáõîäà êîíòóðà ∂∆y, ïîëó÷èì ÷òî â

ïåðâîì èç äâóõ èíòåãðàëîâ ïî îòðåçêàì α = 1, β = 0, à âî âòîðîì α = 0,
β = −1. Ñîîòíîøåíèÿ (16) è (17) äàþò

ln
A(x2)

A(x1)
=

s2
w

s1

g̃(s) ds =
w

[x1,y]

f2 dl −
w

[y,x2]

f1 dl.

Ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèåì �óíêöèé fj =
∂cj(x)

∂mj

, j = 1, 2, ïðèõîäèì ê ñîîò-

íîøåíèþ

ln
A(x2)

A(x1)
= ln

c2(y)

c2(x2)
+ ln

c1(x1)

c1(y)
,

è ïî òåðåìå 2.1(1) òî÷êà y � ñîïðîâîæäàþùàÿ. 2

Â òåõ æå ïðåäïîëîæåíèÿõ, êîòîðûå äåëàëèñü îòíîñèòåëüíî �óíêöèé

B(s), g̃(s) è ìíîæåñòâà ∆y, ñïðàâåäëèâà

Ëåììà 3.8. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå

x

∆y

(∂p2
∂x1

− ∂p1
∂x2

)
dx1 dx2 6= 0.

Òîãäà òî÷êà y íå ÿâëÿåòñÿ ñîïðîâîæäàþùåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñðàçó ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèÿ (15) è ðàâåíñòâ

ln
A(x2)

A(x1)
=

s2
w

s1

g̃(s) ds =
z

∂∆y

(p1 dx
1 + p2 dx

2) + ln
c2(y)

c2(x2)
+ ln

c1(x1)

c1(y)
,

â ïîñëåäíåì èç êîòîðûõ êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë îòëè÷åí îò íóëÿ â ñèëó

óñëîâèÿ ëåììû. Ñîîòíîøåíèÿ (6) íå âûïîëíåíû, è òî÷êà y íå ÿâëÿåòñÿ

ñîïðîâîæäàþùåé â ñèòóàöèè {(l, A), π}. 2
Ïóñòü x0 ∈ lπ. Îêðåñòíîñòü U (â R

2
) òî÷êè x0 òàêîâà, ÷òî U ∩ lπ = V ⊂

lπ. Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî W êàê W = {y ∈ R
2 | Lyqj ∩ V 6= ∅, j = 1, 2} è

ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ U1 = W ∩ U , V1 = W ∩ V .
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Òåîðåìà 3.9. Ïóñòü â îêðåñòíîñòè V òî÷êè x0 �óíêöèÿ ÿðêîñòè
A(x(s)) = B(s) ∈ C1(V̄s) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíå-

íèÿ (14), óäîâëåòâîðÿþùèì íà÷àëüíîìó óñëîâèþ B(s0) = B0 > 0, �óíêöèÿ
g̃(s) ∈ C(V̄s). Òîãäà, åñëè äëÿ âñÿêîé òî÷êè y ∈ U1 âûïîëíÿåòñÿ G(y) = 0,
òî ëþáàÿ òî÷êà x ∈ V1 � òî÷êà âåòâëåíèÿ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè G(y) 6= 0
äëÿ ëþáîé òî÷êè y ∈ U1, òî íèêàêàÿ òî÷êà x ∈ V1 íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé âåòâ-
ëåíèÿ ëàìáåðòîâîé êðèâîé (l, A).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì òî÷êó x ∈ V1 è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {yn} →
x ïðè n → ∞, òàêóþ ÷òî yn ∈ U1, yn /∈ V1 äëÿ âñÿêîãî íàòóðàëüíîãî n.
Îáðàçóåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òðåóãîëüíèêîâ ∆yn ñ âåðøèíàìè yn, x1n, x2n,
ãäå xjn = Lyqj ∩ V , j = 1, 2. Ïî ïîñòðîåíèþ ìíîæåñòâ U1, V1 òðåóãîëüíèêè
∆yn ëåæàò â îáëàñòè U1. Ïîýòîìó, òàê êàê G(y) = 0 äëÿ âñåõ y ∈ ∆yn , ñïðà-

âåäëèâà ëåììà 3.7 è {yn} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîïðîâîæäàþùèõ òî÷åê.

Òîãäà, ïî îïðåäåëåíèþ, ïðåäåëüíàÿ òî÷êà x ∈ V1 ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòè � òî÷êà âåòâëåíèÿ ïàðû (l, A).
Ïóñòü òåïåðü G(y) 6= 0 âî âñåõ òî÷êàõ y ∈ U1. Óñëîâèå G(y) 6= 0 ýêâèâà-

ëåíòíî òîìó, ÷òî

∂p2
∂y1

− ∂p1
∂y2

6= 0 âî âñåõ òî÷êàõ y ∈ U1, ïîýòîìó ïîäûíòå-

ãðàëüíàÿ �óíêöèÿ äâîéíîãî èíòåãðàëà â ïðàâîé ÷àñòè (15) íå ìåíÿåò çíàêà

âî âñåé îáëàñòè U1, è èíòåãðàë îòëè÷åí îò íóëÿ ïðè ëþáîì òðåóãîëüíèêå

∆y ⊂ U1. Ïî ëåììå 3.8 ìíîæåñòâî U1 íå ñîäåðæèò ñîïðîâîæäàþùèõ òî÷åê

è, ñëåäîâàòåëüíî, â ìíîæåñòâå V1 îòñóòñòâóþò òî÷êè âåòâëåíèÿ. 2

Ñëåäñòâèå 3.10. Åñëè â îáëàñòè U1 �óíêöèè hj (13), m
k
j , j, k = 1, 2,

èìåþò íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå, òî ñèñòåìà äè��åðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé 



∂C(y)

∂y1
= C(y)(h1m

1
1 + h2m

1
2),

∂C(y)

∂y2
= C(y)(h1m

2
1 + h2m

2
2).

(18)

èìååò â U1 åäèíñòâåííîå ðåøåíèå C(y) òàêîå, ÷òî ïðè x ∈ V C(x) =
A(x(s)) = B(s), òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà G(y) = 0 äëÿ âñåõ y ∈ U1.

Çäåñü B(s) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (14), óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíîìó óñëî-

âèþ B(s0) = B0 > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ ñèñòåìû (18) â âèäå

∂(Cp1)

∂y2
+
∂(Cp1)

∂C
Cp2 =

∂(Cp2)

∂y1
+
∂(Cp2)

∂C
Cp1,

ãäå p1 = h1m
1
1+h2m

1
2, p2 = h1m

2
1+h2m

2
2. Ïðîñòûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðèâîäÿò

ê ðàâåíñòâó

∂p1
∂y2

=
∂p2
∂y1

. Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå G(y) = 0 ïðè âñåõ y ∈ U1,
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òî èç óñëîâèé ãëàäêîñòè ïðàâûõ ÷àñòåé ñèñòåìû (18) ñëåäóåò ñóùåñòâîâà-

íèå è åäèíñòâåííîñòü åå ðåøåíèÿ, êîòîðîå íà ìíîæåñòâå V1 îáðàùàåòñÿ â

�óíêöèþ B(s). ßñíî, ÷òî ýòèì ðåøåíèåì áóäåò �óíêöèÿ C(y) =
c1(x)

c1(y)
A(x)

=
c2(z)

c2(y)
A(z), ãäå x = Lyq1 ∩ V1, z = Lyq2 ∩ V1. Åñëè æå G(y) 6= 0 ïðè y ∈ U1,

òî óñëîâèå ñîãëàñîâàíèÿ íå âûïîëíÿåòñÿ, è â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèÿ ñèñòåìû

íå ñóùåñòâóåò. 2

Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèé èç òåîðåìû 3.9 ïîëó÷èì ðåçóëüòàòû î åäèíñòâåí-

íîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è âîññòàíîâëåíèÿ ëàìáåðòîâîé êðèâîé ïî ñòåðåîïàðå

åå ðåçêèõ èçîáðàæåíèé äëÿ âåñîâûõ �óíêöèé ñåìåéñòâ (WF1)�(WF3).

Íàéäåì îïðåäåëåííóþ �îðìóëîé (13) �óíêöèþ G(x) è åå íóëè. Äëÿ

âåñîâîé �óíêöèè cj(x) = const �óíêöèè f1, f2 îáðàùàþòñÿ â íóëü, è òîãäà
G(x) = 0. Â âòîðîì ñëó÷àå cj(x) = e−ε|qj−x|

è fj = ε ïðè j = 1, 2. ×àñò-
íûå ïðîèçâîäíûå �óíêöèé fj îáðàùàþòñÿ â íóëü, è g1(x) = g2(x) = 0.
Ñëåäîâàòåëüíî,

G(x) =
1

e

( ε−Dε

|x− q2|
− ε−Dε

|x− q1|
)
= ε

1−D

e

( 1

|x− q1|
− 1

|x− q2|
)
. (19)

Âåëè÷èíû ε, e, 1−D íå îáðàùàþòñÿ â íóëü, ïîýòîìó G(x) = 0 åñëè è òîëüêî
åñëè |x−q1| = |x−q2|, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî íóëè �óíêöèè G(x) ïðèíàäëåæàò
ïðÿìîé L1, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ñåðåäèíó îòðåçêà [q1, q2] ïåðïåíäèêóëÿðíî
åìó.

Ïðåäëîæåíèå 3.11. Ïóñòü (l, A) � ëàìáåðòîâà êðèâàÿ, F1, F2 � ïðî-

åêöèîííûå ñõåìû, òàêèå ÷òî lπ = l∩Xπ 6= ∅, è ïðÿìûå Lxqj , x ∈ lπ, j = 1, 2,
ïåðåñåêàþòñÿ ñ lπ íå áîëåå ÷åì â îäíîé òî÷êå. Åñëè âåñîâûå �óíêöèè ñóòü

�óíêöèè âèäà cj(x) = e−ε|x−qj|
, òî ó÷àñòîê êðèâîé lπ íå ñîäåðæèò òî÷åê

âåòâëåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî âåäåòñÿ îò ïðîòèâíîãî. Ïðåäïîëî-

æèì, ÷òî x0 = l ∩ L1 ∈ lπ. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó y ∈ lπ, y 6= x0 è
ïðåäïîëîæèì, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé âåòâëåíèÿ. Òîãäà, ïî îïðåäåëåíèþ,

ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {yn} ñîïðîâîæäàþùèõ òî÷åê, ñõîäÿùàÿñÿ
ê òî÷êå y. Òàê êàê y 6= x0, òî ìîæíî âûáðàòü îêðåñòíîñòü U0 òî÷êè y
òàêóþ, ÷òî x0 /∈ U0. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî �óíêöèÿ G(x) (19) ïðè x ∈ U0 íå

ìåíÿåò çíàê. Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè G(x) > 0 ïðè x ∈ ∆yn (ñì. ëåììà

3.7). Òàê êàê, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî n0, âñå òðåóãîëüíèêè ∆yn ñ âåðøèíàìè

â òî÷êàõ yn, n ≥ n0, ëåæàò â îêðåñòíîñòè U0 è G(x) > 0 ïðè x ∈ ∆yn , òî

x

∆yn

( ∂p2
∂x1

− ∂p1
∂x2

)
dx1 dx2 > 0.
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Îïèðàÿñü íà ëåììó 3.8, äåëàåì âûâîä î òîì, ÷òî òî÷êè yn ïðè n ≥ n0 íå

ÿâëÿþòñÿ ñîïðîâîæäàþùèìè. Òî÷êà y è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäÿùèõñÿ ê
íåé òî÷åê âûáèðàëèñü ïðîèçâîëüíî, ïîýòîìó âñå òî÷êè y ∈ lπ, çà èñêëþ÷å-
íèåì, áûòü ìîæåò, òî÷êè x0, íå ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè âåòâëåíèÿ. Èç óñëîâèÿ

âèäèìîñòè ñëåäóåò, ÷òî íàì èíòåðåñíû ëèøü òå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñî-

ïðîâîæäàþùèõ òî÷åê, êîòîðûå íå ëåæàò â êîíóñå ñ âåðøèíîé â òî÷êå x0,
îáðàçîâàííîì ïðÿìûìè Lx0q, q ∈ [q1, q2]. Â òî÷íîñòè ïîâòîðÿÿ ïðèâåäåííûå

âûøå ðàññóæäåíèÿ, ïîêàçûâàåì, ÷òî íå ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

ñîïðîâîæäàþùèõ òî÷åê, ñõîäÿùèõñÿ ê òî÷êå x0, è, ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êà
x0 òàêæå íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé âåòâëåíèÿ. 2

Îáðàòèìñÿ ê âåñîâîé �óíêöèè âèäà cj(x) = e−σ2|x−qj|
2

, j = 1, 2. Â ýòîì

ñëó÷àå

∂cj(x)

∂xk
= −2σ2|x− qj |e−σ2|x−qj|

2

mk
j , j, k = 1, 2,

è òîãäà fj = −2σ2|x− qj|. Òàê êàê
∂fj
∂xk

= −2σ2mk
j , j, k = 1, 2, òî

G(x) =
1

e

(−2σ2|x− q1|+ 2Dσ2|x− q2|
|x− q1|

− −2σ2|x− q2|+ 2Dσ2|x− q1|
|x− q2|

)

+
−2σ2

e2
(
m1

1(m
2
1 −Dm2

2)−m2
1(m

1
1 −Dm1

2) +m1
2(m

2
2 −Dm2

1)

−m2
2(m

1
2 −Dm1

1)
)
= −2σ2

e
D
(
− |x− q2|

|x− q1|
+

|x− q1|
|x− q2|

)

−2σ2

e2
D
(
− (m1

1m
2
2 −m2

1m
1
2) + (m1

1m
2
2 −m2

1m
1
2)
)

=
2σ2D

e

( |x− q2|
|x− q1|

− |x− q1|
|x− q2|

)
.

�åîìåòðè÷åñêîå ìåñòî íóëåé �óíêöèè G(x) � ïðÿìàÿ L1, ïåðïåíäèêóëÿð-

íàÿ îòðåçêó [q1, q2] è ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç åãî ñåðåäèíó.

�àññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà âåñîâàÿ �óíêöèÿ ïðèíàäëåæèò ñåìåéñòâó

(WF4), òî åñòü èìååò âèä cj(x) = |x − qj |r, j = 1, 2. Òîãäà fj =
r

|x− qj|
,

è

∂fj
∂xk

= −r mk
j

|x− qj |2
. Íåïîñðåäñòâåííûå âû÷èñëåíèÿ äàþò äëÿ âåëè÷èí

m1 × g2, m2 × g1 âûðàæåíèÿ −r(m1 ×m2)

e2|x− q2|2
,

r(m1 ×m2)

e2|x− q1|2
, ñîîòâåòñòâåííî.

Âåëè÷èíà

h2
|x− q2|

− h1
|x− q1|2

ïðèîáðåòàåò âèä−r
e

( 1

|x− q2|2
− 1

|x− q1|2
)
. Òà-

êèì îáðàçîì, èìååì G(x) =
2r

e

( 1

|x− q2|2
− 1

|x− q1|2
)
. Êàê è â ïðåäûäóùèõ
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70 Î åäèíñòâåííîñòè îïðåäåëåíèÿ ëàìáåðòîâîé îïòè÷åñêîé êðèâîé

ñëó÷àÿõ ïðèíàäëåæíîñòè âåñîâûõ �óíêöèé ñåìåéñòâàì (WF2), (WF3),

ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî íóëåé �óíêöèè G(x) � ïðÿìàÿ L1, ïåðïåíäèêóëÿð-

íàÿ îòðåçêó [q1, q2] è ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç åãî ñåðåäèíó.

Òåìè æå ðàññóæäåíèÿìè, êîòîðûå áûëà ïðîâåäåíû ïðè äîêàçàòåëüñòâå

ïðåäëîæåíèÿ 3.11, ìîæíî óñòàíîâèòü ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùåãî ðåçóëü-

òàòà.

Ïðåäëîæåíèå 3.12. Ïóñòü (l, A) � ïðîèçâîëüíàÿ ëàìáåðòîâà êðèâàÿ,

F1, F2 � äâå ïðîåêöèîííûå ñõåìû, òàêèå ÷òî lπ = l∩Xπ 6= ∅, è ïðÿìûå Lxqj ,

x ∈ lπ, j = 1, 2, ïåðåñåêàþòñÿ ñ lπ íå áîëåå ÷åì â îäíîé òî÷êå. Åñëè âåñîâûå

�óíêöèè cj(x) ïðèíàäëåæàò ñåìåéñòâàì (WF3), (WF4), òî ó÷àñòîê êðèâîé

lπ íå ñîäåðæèò òî÷åê âåòâëåíèÿ.

� 4. Çàêëþ÷åíèå

Ïðè ïðîâåäåíèè �îòîãðàììåòðè÷åñêèõ ðàáîò â êà÷åñòâå äàííûõ ÷àñòî

âûñòóïàþò ñòåðåîïàðû èçîáðàæåíèé êàêèõ-ëèáî ó÷àñòêîâ çåìíîé ïîâåðõ-

íîñòè. Îáðàáîòêà òàêîé èí�îðìàöèè îïèðàåòñÿ íà ÷àñòî èñïîëüçóåìûé

â ìàòåìàòèêå ïðèåì, ïîçâîëÿþùèé çàìåíÿòü òðåõìåðíóþ çàäà÷ó ñåðèåé

äâóìåðíûõ, è ÿðêèé ïðèìåð òàêîãî ïîäõîäà � çàäà÷è òîìîãðà�èè. Ñòå-

ðåîïàðà èçîáðàæåíèé ñâîäèòñÿ ê ñåðèè �ïëîñêèõ� çàäà÷ ïóòåì ðåàëèçàöèè

ïîíÿòèÿ ýïèïîëÿðíîé ïëîñêîñòè, êîòîðàÿ âûðåçàåò ïàðó ýïèïîëÿðíûõ îò-

ðåçêîâ íà èçîáðàæåíèÿõ è ýïèïîëÿðíóþ ëèíèþ, ïðåäñòàâëÿþùóþ ñîáîé

ñëåä ýïèïîëÿðíîé ïëîñêîñòè íà ðåëüå�å.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîä çàäà÷åé âîññòàíîâëåíèÿ êðèâîé (2D çàäà÷åé)

ïîäðàçóìåâàåòñÿ âîññòàíîâëåíèå ñëåäà ýïèïîëÿðíîé ïëîñêîñòè íà ðåëüå�å

ïî åå èçâåñòíûì ñëåäàì íà ý��åêòèâíûõ îáëàñòÿõ ïðîåêöèîííûõ ñõåì ñòå-

ðåîïàðû èçîáðàæåíèé. Èññëåäîâàíû óñëîâèÿ åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ 2D

çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ îïòè÷åñêîé êðèâîé, �óíêöèÿ ÿðêîñòè êîòîðîé â êàæ-

äîé òî÷êå èçîòðîïíà ïî âñåì íàïðàâëåíèÿì, òî åñòü ïîä÷èíÿåòñÿ çàêîíó

Ëàìáåðòà. Îòñóòñòâèå òî÷åê âåòâëåíèÿ è âûïîëíåíèå óñëîâèÿ âèäèìîñòè

êðèâîé èç äâóõ ïðîåêöèîííûõ ñõåì, íàðÿäó ñ çàäàííûìè êîîðäèíàòàìè

õîòÿ áû îäíîé òî÷êè íà êðèâîé, ãàðàíòèðóþò åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çà-

äà÷è âîññòàíîâëåíèÿ èñêîìîé êðèâîé ïî äâóì åå èçîáðàæåíèÿì. Âåñîâûå

�óíêöèè ñåìåéñòâ (WF2)�(WF4) óäîâëåòâîðÿþò ýòèì óñëîâèÿì, è çàäà÷à

îïðåäåëåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêîãî ðàñïîëîæåíèÿ êðèâîé ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ

íåÿâíîãî óðàâíåíèÿ.

Ïîñòîÿííûå âåñîâûå �óíêöèè ñåìåéñòâà (WF1) ñóùåñòâåííî îòëè÷à-

þòñÿ îò îñòàëüíûõ. Òàê, ïðè íàëè÷èè ó÷àñòêîâ ïîñòîÿííîé ÿðêîñòè íà

ëàìáåðòîâîé êðèâîé, ïî ñòåðåîïàðå èçîáðàæåíèé íåâîçìîæíî óñòàíîâèòü

�èñòèííûé� ó÷àñòîê êðèâîé, êîòîðûé äàåò òå æå èçîáðàæåíèÿ, ÷òî è ëþáîé
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äðóãîé âèäèìûé èç äâóõ çàäàííûõ ïðîåêöèîííûõ ñõåì ó÷àñòîê, ïðèíàäëå-

æàùèé ÷åòûðåõóãîëüíèêó, îáðàçîâàííîìó ïðÿìûìè, ïðîõîäÿùèìè ÷åðåç

öåíòðû ïðîåêöèîííûõ ñõåì è ãðàíè÷íûå òî÷êè ó÷àñòêà êðèâîé ñ ïîñòîÿí-

íîé ÿðêîñòüþ.

Â ðàìêàõ ïîñòàíîâîê îáðàòíûõ çàäà÷ �îòîìåòðèè ðàññìîòðåíû âîïðî-

ñû îïðåäåëåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêîãî ïîëîæåíèÿ è ñâåòèìîñòè ëàìáåðòîâîé îï-

òè÷åñêîé êðèâîé ïî ñòåðåîïàðå åå èçîáðàæåíèé, ïîëó÷åííîé ïîñðåäñòâîì

äâóõ ïðîåêöèîííûõ ñõåì. Èçó÷åíû ïðè÷èíû âîçíèêíîâåíèÿ íåîäíîçíà÷-

íîñòè îïðåäåëåíèÿ ðàñïîëîæåíèÿ êðèâîé íà ïëîñêîñòè. Äëÿ ïðîèçâîëü-

íûõ âåñîâûõ �óíêöèé óñòàíîâëåíû êðèòåðèè åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ îá-

ðàòíîé çàäà÷è âîññòàíîâëåíèÿ ó÷àñòêîâ ëàìáåðòîâûõ îïòè÷åñêèõ êðèâûõ.

�åçóëüòàòû ðàñïðîñòðàíåíû íà êîíêðåòíûå êëàññû âåñîâûõ �óíêöèé, ìî-

äåëèðóþùèõ ñâîéñòâà ñðåäû ìåæäó êðèâîé è ïðîåêöèîííûìè ñõåìàìè,

òàêèå êàê ïîãëîùåíèå, ðàññåÿíèå ëèáî õàðàêòåðèñòèêè, çàâèñÿùèå ëèøü

îò ðàññòîÿíèé ìåæäó òî÷êàìè êðèâîé è öåíòðàìè ïðîåêöèîííûõ ñõåì.

Íàñòîÿùàÿ ñòàòüÿ ÿâëÿåòñÿ çàêëþ÷èòåëüíîé â ñåðèè èç òðåõ ðàáîò ïî

èññëåäîâàíèþ âîïðîñîâ åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ îáðàòíûõ çàäà÷ �îòîìåò-

ðèè ïî âîññòàíîâëåíèþ ðàñïîëîæåíèÿ è ñâåòèìîñòåé îïòè÷åñêèõ èñòî÷íè-

êîâ òîïîëîãè÷åñêîé ðàçìåðíîñòè 0, 1, 2. Èçó÷åííûå çàäà÷è ìîæíî òðàêòî-
âàòü è êàê çàäà÷è òîìîãðà�èè èëè èíòåãðàëüíîé ãåîìåòðèè ïî âîññòàíîâ-

ëåíèþ îáîáùåííûõ �óíêöèé ñ ñèíãóëÿðíûìè íîñèòåëÿìè, ñîñðåäîòî÷åí-

íûìè íà ñåìåéñòâàõ òî÷åê, êðèâûõ è ïîâåðõíîñòÿõ òðåõìåðíîãî åâêëèäîâà

ïðîñòðàíñòâà.
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